Traccia del 17 aprile 2026

1.

(@) Sia a = 0° = 7' un generatore del gruppo ciclico (¢) N (). Dal confronto tra le orbite di 1
sotto I'azione delle potenze di ¢ e di T si deduce che 2|s e 2|t. Quindi s = 2h, t = 2k, per
opportuni interi /1, k e il sottogruppo cercato & <o2> N <T2>, dove

o2 = (9,11)(10, 12)(13, 15)(14, 16)(17, 21, 19)(18, 22, 20)
2 = (5,6)(7, 8)(9, 11)(10, 12)(13, 15)(14, 16)(17, 19, 21)(18, 20, 22).

Dal confronto tra le orbite di 5 sotto I'azione delle potenze di 0% e di 72 si ricava ancora che
2|k. Quindi il sottogruppo cercato & (c2) N (7*), dove

7 = (17,21, 19)(18, 22, 20).
Ma, allora, poiché o° deve lasciare fisso 9, si ha che 2|/, ove

ot = (17,19, 21)(18, 20, 22).

Poiché queste permutazioni sono l'una linversa dell'altra, il sottogruppo cercato & allora
(c*) N (t*) = (o*) = (t*), di ordine 3.

(b) Con ¢ e con T commutano le permutazioni &« = (1,2)(3,4) e = (1, 3)(2,4), che sono dunque
due distinti elementi di periodo 2 in C(c) N C(7). Ciod esclude che C(0) N C(7) sia ciclico.

(c) A C(o) appartengono 6 =(1,2) e € =(1,3,2,4), ma non commutano tra di loro, infatti
0&(1) =3 # 4 = €6(1). Larisposta al quesito &€ dunque negativa.

2.

(a) Dati due interi n, m, l'applicazione @ :Z g X Zy3 — Zog X Zse tale che, per ogni a, b € Z,
@(lalqo, [blag) = ([nalyy, [mblss) € un omomorfismo ben definito se e solo se 2|n e 2|m. Siano
dunque A, u interi tali che n =24 e m = 2. Allora ¢ & un omomorfismo di anelli se e solo se
conserva il prodotto, ossia se e solo se 20|4A%2-21 e 56| 4/42 —2u. Queste condizioni
equivalgono, rispettivamente, a 10| /\(2/\ — 1) e 28| u(2u —1). La prima & soddisfatta se

A= 0 (mod2)
2A =1 (mod 5)

e cio vale per A = 8. In modo analogo si trova che la seconda vale per u = 4. Si ricava cosi un
omomorfismo di anelli definito ponendo, per ogni a,b € Z, ¢([alyo, [bl2s) = ([16a]20, [8b]se). La
sua immagine & {[16],0) X {[8]s54), il cui ordine & 0([16]9)0([8]56) = 57 = 35, come volevasi.

(b) 1l gruppo di partenza dell'omomorfismo deve essere Z.; X Z.4, che é ciclico, in quanto 7 e 40
sono coprimi. L'immagine di un gruppo ciclico secondo un omomorfismo di gruppi € anch'essa un
gruppo ciclico, ma tale non & Z,y X Z4, in quanto il massimo periodo dei suoi elementi &
mcm(20, 14) = 140 # 20 - 14 = 280. Ne consegue che la risposta al quesito & negativa.



3.

—\P
(@) Si ha g(x) = (xf’—x)p = xP (xp‘l—l) . Questo polinomio ammette dunque in Z,[x] la
seguente decomposizione in fattori lineari

Q(x) = x”H (x—a)’.

a€”Z,

Sia a € Z,. Allora x — « divide f(x) se e solo se f(a) = 0,e in tal caso a # 0, cosi che, per i
Teoremi di Eulero e di Fermat,

f@=a" + () +ar +1 = 2(a+1).

Se p # 2, si ha quindi f(a) = 0 se e solo se @ = —1. In tal caso x + 1 & l'unico fattore lineare di
f(x). Sinoti che

2 - 2 - - - .2 —\? -
fxX)=xV +1+xPP-1+xP+1=(x+1)" +(xp‘1—1) + (x+ 1)7,

ove ciascuno dei tre addendi & divisibile per (x + I)P. Ma questa & la massima potenza di x + 1
che divide g(x). Ne consegue che, per p # 2, MCD(f(x), g(x)) = (x + I)p = xP + 1. Sia allora
p=2.In questo caso f(x) =x*+x2+x2+1=x*+1=(x+1)* g() =x2(x+1)? e di
nuovo, MCD(f(x), g(x)) = (x + 1) = xP + 1.

(b) Siano g(x) e r(x) il quoziente e il resto della divisione di f(x) per h(x). Allora

f(x) = g(x)h(x) + r(x), dove r(x) & il polinomio nullo oppure un polinomio di grado 0 o 1.
Innanzitutto osserviamo che 7(x) non ¢ il polinomio nullo, in quanto

1= £(0) = q(0)h(0) +r(0) = 7(0),  (*)

pertanto ha 1 come termine noto. Inoltre

4=f)=qh) +r(1) = r(1).  (*)

Se p # 3, allora r(a) * r(I), e quindi r(x) non & costante. Dunque & di grado 1, e precisamente,
da (*) e (*+) segue che r(x) = 3x+ 1. Siaora p = 3. Allora

_ —\3 _ _ 3
FO =2 +x0 43 +1 = (P2 4x+1) = (P -x2+2x2-2x+1) =
(xh(x) + 2h(x) + 1) = h(x)3(x + 2)° + 1,

da cui segue che r(x) = 1. Di nuovo si ha r(x) = 3x + 1.



